Vilniaus universitetas
Matematikos ir informatikos
institutas
LIETUVA

INFORMATIKA (09 P)

SKAITINIS IR SIMBOLINIS REAKCIJOS
IR DIFUZIJOS PROCESU
BIOREAKTORIUOSE MODELIAVIMAS

Linas Petkeviéius

2017 m. spalis

Moksliné ataskaita MII-DS-09P-17-13

VU Matematikos ir informatikos institutas, Akademijos g. 4, Vilnius LT-08663
www.mii.lt


http://www.mii.lt

Santrauka

Mikrobioreaktoriai yra placiai naudojami diagnostinése ir analizinése sistemose,
chemijos pramonéje, uztersty skysciu valymui, sveikatos prieZitiros priemonése, ku-
riant vaistus. Mikrobioreaktoriuose naudojami labai mazi kiekiai katalizatoriu ir kituy
medZiagu, dél ko labai maZzéja gamybos ir analizés kastai, trumpéja procesu laikas, sis-
temos tampa kompaktiSkesnémis. Santykinai dideles nauju bioprocesu ir bioreaktoriuy
projektavimo bei optimizavimo sanaudas galima Zenkliai sumazinti naudojant matema-
tinius ir kompiuterinius jrankius, kurie daznai leidZia paZvelgti i sudétingu procesu,
elgsenaq i$ vidaus. Nagrinétas matematinis mikrobioreaktoriy, kuriuose vyksta bioche-
minés reakcijos, vidiniai ir iSoriniai masés mainai, modelis. Atliktas mikroreaktoriaus
priklausomybiy nuo Nernsto sluoksnio storio, Biot skai¢iaus ir difuzijos modulio tyri-
mas. Rastos aproksimacijos homotopijos i8skaidymo metodu. Skaitiniam modeliavimui
buvo naudotas baigtiniy skirtumuy metodas.

Raktiniai ZodZiai: Mikrobioreaktoriy modeliavimas, reakcijos-difuzijos procesai,
Michaelis-Menten kinetika

MII-DS-09P-17-13



Turinys

1 Reakcijos-difuzijos Procesai ...........co.oieiiiiiiiiiiii 4
2 Sferiniu daleliu (mikroreaktoriu) modeliavimas ..............ovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieen.. 4
2.1 Matematinis moOdelis ........oooiiiiiiii 5
2.2 Kradtinés salygos..........oiiiniiii i 6
2.3 Bedimensinis MOdelis ........ooiiiiiiiiii 7
2.4  Efektyvumo charakteristikos......................o 8
3 Simboliniai apytiksliu sprendiniy radimo metodai .....................o 9
3.1 Homotopijos iSskaidymo metodas .................oooooiii 9
3.2 HPM aproksimacija.........oooouiiiiiiiiiii 11
4 Modeliavimo rezultatal .........ooiiiiiiiiiii 12
4.1 Priklausomybé nuo substrato koncentracijos.....................o 12
4.2 ProduktOoiSeiga.........cooiuiiiiiiiiii i 12
43 Thelemodulis ..o 13
LS 13 77= Vo Lo 1= 14
e atliTOS SATASAS .« .ttt ettt ettt et e et ettt e e e e e 14

MII-DS-09P-17-13 3



Reakcijos-difuzijos procesai

Reakcijos-difuzijos lygtimis vadiname diferencialiniy lyg¢iu sistema, kurios lygtys

turi pavidala
aS(r, t)
ot

¢ia AS(r, t) - difuzija aprasantis Laplaso operatorius, f(S(r, t), VS(r, t), x, t) - reakcijos

=D-AS(r,t)+ f(S(r,t), vS(r, t), r, t) (R-D)

operatorius. ISskirkime, kelias daZniausiai sutinkamas lygtis:

aS(r,t) VinazS(r, t) i
g =D AS( )+ (RMM-D)
Tasg; H_ D - AS(r,t) + A. (RO-D)
L5 g; D D ASH )+ B-S(r 1), (R1-D)

DaZniausiai mus dominanti lygtis yra reakcijos-difuzijos lygtis su Michaelio-Menten
nariu (RMM-D). Ribiniai atvejai: 7 = 0 (stacionarus atvejis lim;—; % = 0 - nusitovéjusi
koncentracija); D = 0 - nevyksta difuzija; V., = 0 - nevyksta reakcija; Lygties (RO-D)
atvejis (nulinés eilés kinetika) gaunamas is ribinio lygties (RMM-D) atvejo: S(r, t) > K,
arba S ~ 0 - reakcijos narys pastovus; Lygties (R1-D) atvejis (pirmos eilés kinetika): kai
K, > Sy - reakcijos narys tiesinis.

Sferiniy daleliy (mikroreaktoriy) modeliavimas

Mikroreaktorius (nanodalelé) yra cheminis darinys reaguojantis su tirpalu ir reak-
cijos metu gaminamas produktas. Skirtingai nei biojutiklio atveju, néra galimybés pa-
matuoti srovés Salia reaktoriaus, todél yra matuojama vieno i§ produkto koncentracija
visame tirpale.

Nagrinésime  nepertraukiamai  pildoma  baka, talpinanti  tukstancius
mikrobioreaktoriy, kuriame pastoviai maiSomas tirpalas [PB17] (Zr. 1 pav.).

Dvieju sluoksniu mikrobioreaktorius apima tris sritis: mikroreaktoriaus sluoksnj,
kuriame vyksta biocheminé reakcija (1) bei difuzinis molekuliy judéjimas, iSorinés di-
fuzijos (Nernsto) sluoksnj, kuriame vyksta tik difuzinis molekuliy perne$imas, ir tirpalo
sluoksnj, kuriame laikoma, kad substrato ir produkto koncentracijos iSlieka pastovios dél
tolygaus maiSymo (Zr. 1 pav.).

Norint pereiti prie modeliavimo vienmatéje erdvéje, taikoma homogeniskumo salyga
(zr. 3 pav.). Tari V padengiame koriais tokio pat ttirio kaip ir kiekviena modeliuojama
sfera Zr. 2 pav. Pastoviai maiSomas bakas, leidZia formuluoti krastine salyga , kuri leidZia

neprarandant bendrumo pereiti nuo daugiasienio iki sferos.
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Substratas

Produktas

1 pav. Nepertraukiamai pildomas bakas, talpinantis enzimo pripildytus mikrobioreakto-
rius (granules) ir priartintas mikrobioreaktoriaus modelis su vienetine cele.

> Produktas

Substratas -

2 pav. Mikrobioreaktoriaus modelis po- 3 pav. Homogeniskumo salyga tolygiai
linése koordinatése. maiSomame bake.

Matematinis modelis

Tardami, jog turime simetrini modelj ir homogeniskai pasiskirs¢iusias granules su
imobilizuotu enzimu jos viduje, konstruojame matematini modeli vienmatéje erdvéje
naudodami radialinj atstuma.

Apjungdami enzimy reakcijas mikroreaktoriuje (sritis €2,,) su vienmate erdvine di-
fuzija apraSoma antru Fiko désniu, koncentracijos pasiskirstyma mikrobioreaktoriuje ap-
raSome reakcijos-difuzijos lygtymis (0 < 7 < Ry)

1 8 28Sm _ VmamSm
Dsmar (" or) = Ry 8 12
10/ ,0P, VimazSm
—_— = - 1
Dp’mr2 or (T or ) Ky + S’ r € (0, Ro), (1b)
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¢ia Sy, = Sy, (r) ir Py, = P,,(r) yra substrato ir produkto koncentracijos mikroreak-
toriuje, Ry - mikroreaktoriaus storis, Dg,, Dp,, - difuzijos koeficiantai, K,, - Michaelio
konstanta, V;;,, maksimalus fermentinés reakcijos greitis.

Nernsto difuzijos sluoksnyje vyksta mases pernesa - difuzija:

1 0,05\
sy (") = 0 )
P,dﬁ@(r W) = 0, 7€ (Ro, Ry), (2b)

¢ia S; = Sy(r) ir Py = Py(r) substrato ir produkto koncentracijos Nernsto sluoksnyje,

Dg 4 ir Dp 4 difuzijos koeficientai, R; - visas granulés storis.

Krastinés salygos

Laikome, jog srityje tarp R substrato srautas i$ vienos srities lygus srautui i kita sriti:

O _ p 00 o
Sim or r=Rp N S.d or T:RD’
OP,, 0Py
Dpy—2 = Dpg— . 3b
P, 87‘ r=Rg P.d 87' r=Rg ( )
Mikroreaktoriaus ir difuzijos
sluoksniai yra skirtinguy fiziniuy
charakteristiky, todél koncentracijos
skirtingose R, pusése daZnai yra
nevienodos. Ivedame pasiskirstymo
koeficienta ¢ [Dor95] (Zr. 4 pav.):
Sm(Ro) = ¢Sa(Ro),  (4a)
Pn(Ro) = ¢Pa(Ro).  (4b)
Dél simetriSkumo ir koncentra-
cijos skaidos centre, krastiné salyga .
mikroreaktoriaus centre (r = 0): r
0Sm
DS,mW — 0, (5a) 4 pav. Koncentraciju profilis sferiniame reakto-
oP,, riuje. Pasiskirstymo koeficientui esant ¢ # 1,
DPMW — 0. (5b) koncentracija yra triiki taske Ry.

Laikydami, jog mikroreaktorius
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yra pakankamai mazo tiiro, tirpalo
tario atzvilgiu, laikome, jog reakto-
riaus iSoréje R koncentracija iSlieka pastovi:
Dél savo savybiu Nernsto sluoksnis v = R; — Ry praktiskai nekinta laike [Wan06]
[BS16]. O dél pastovaus maiSymo, bei substrato papildymo, produktas nesikaupia gra-

nulés iSoréje:
Sa(R1) = So, Fa(R1) =0. (6)

Bedimensinis modelis

Norédami perasyti pagrindines lygtis (1)-(6), kintamaji r ir neZinomas koncentracijas
S (1), P (1), Sa(r), Py(r) kei¢iame bedimensiniais dydziais:

U Sm
r = et S = -,
= Pm o Sd D Pd
m ij d Kma d Kma

&a 7 bedimensinis atstumas ir S,,,(7), P, (7), S4(7), P4(7) bedimensinés koncentracijos.

Turint bedimensinius kintamuosius, lygtis mikroreaktoriuje galime perasyti:
-~ v 5 _ S
V=—, Sy = — 8
£ 5= ®)
¢ia v bedimensinis Nernsto sluoksnio storis, Sy - bedimensiné koncentracija. Bedimensi-
nis mikroreaktoriaus storis lygus vienam.

Pagrindinés lygtys (1) bedimensiniame modelyje tampa (0 < 7 < 1):

10/ ,05, 5 Sm
my( o) s~ ¢ Ga)
10 /0Py, s Sm
ﬁ?( a¢>+"1+§m =0 (%b)

¢ia o dar vadinamas Thelé moduliu arba Damkohelerio skai¢iumi [VNL11] [Sch90]
[FNS73] apibréziamas:

Vinaz B2
2 mazx4lQg
7 KnDgm (10)

Pagrindinés lygtys (2) uzrasomos (1 <7 < 1+ v):

DSd 1 a ,\Qan
= 11
ng?‘za ( 87") 0, (11a)
Do W) =0 (11b)
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Krastinés salygos (3), (4) ir (6) peraSomos:

dSm _ Ds,q 95,
97 l=1  Dgm OF =1 (122)
oP, _ Dpy 0Py
OF l/=t — Dgm OF li=1’ (12b)
Sm(1) = ¢54(1), Pn(l) = ¢Pa(1). (13)
0Sm 0P,
T (142)

Bedimensinis faktorius o2 lygina enzimo reakciju grei¢ius (Vimax/K ) su difuzija per
pripildyta mikroreaktoriu (Dg ,/R3).
Biot skai¢ius § dar vienas bedimensinis parametras daZnai naudojamas nustatyti

mases perneSimo pasiprieSinima tarp vidinio ir iSorinio sluoksniu [Ari99] [DDO03],

_ Dg 4Ry
DS,m(Rl - RO) .

B (15)
Kai Biot skaic¢ius maZzas iSorinés difuzijos efektas jau¢iamas labiausiai. Kai Biot skaic¢ius

didéja iSoriné difuzija pamazu jtakoja vis maZziau.

Efektyvumo charakteristikos

Industriniuose taikymuose svarbu gerinti sistemu efektyvuma ir produktyvuma
[VNL11]. Mikrobioreaktoriuose produktyvumas svarbus, uztikrinant efektyvu produkto
difundavima i$§ mikroreaktoriaus.

ISeigos faktorius apjungiantis gauta produkta i§ panaudoto substrato vienas i$
svarbiausiy mikrobioreaktoriuy savybiu. Ji apibrZia, kaip produkto iSeigos faktoriaus ir
vidutinio substrato koncentracijos sanaudu santiki [Dor95] [VNL11].

Produkto iSeigos faktoriaus Ep skai¢iuojamas, randant kiek produkto isplauta per
mikroreaktoriaus pavirsiu [VNL11],

_ 2 pm 8Pd 5 .
Epo = Dpdai e R sin(0)dOdy
o Jo op rir=F (16)
= 47R3Dpg—2| .
T Pd 8T r=R1
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Vidutineés substrato koncentracijos sanaudos Cg randamos:

Ro 27 T
Cs = / / VmaxSOO sin(0)dfdr>dr
0

Ry
_ / 47TVma7xSOT2dr (17)
0 m + SO

So
Vmaﬁ;R
37T OK + Sy

ISeigos faktorius v apibréziamas:

Epo
_ Zho 18
o s (18)

Simboliniai apytiksliy sprendiniy radimo metodai

Daugelio uzdaviniu apraSomu netiesinémis diferencialinémis lygtymis analizinis
sprendimas néra trivialus uzdavinys ir neretai Zinoma tik sprendinio egzistencija. Tokiu
uzdaviniuy sprendimas daZnai susiveda i sprendimaq skaitiniais metodais, pavyzdZziui
baigtiniy skirtumu schemas. Visgi sprendima apsunking uzdavinio sudétingumas, bei
sudétingos krastinés salygos. Neretai uzdavinio analitinis sprendinys yra neZinomas, o
modeliavimas skaitiniais metodais turi savy sunkumu. PavyzdZiui nagrinéjamos siste-
mos 1D erdvéje, kuri gardele sudaro N mazgu skaic¢iavimo apimtis perkelties metodo
atveju O(3N? - T,), o sistemos nesuprastinus ir sprendziant Gauso metodu O(2N3 - 7).
Skaic¢iavimo apimtys 2D ir 3D erdvése auga proporcingai.

Siuo atveju algoritmai leidZiantis rasti apytikslius sprendinius turi privalumu. Ne
tik randama analiziné iSrai$ka, taciau ir sprendinys kas kart gali baiti suskai¢iuojamas,

nereikia saugoti visos erdveés reikSmiu (kaip skaitiniu metodu atveju).

Homotopijos iSskaidymo metodas

Nagrinékime netiesine diferencialine lygti srityje D:
A(u) = f(r), r€D (19)
su krastinémis salygomis
B(u,up) =0, 7€ 9D (20)
kur A diferencialinis operatorius, B krastiniu salygu operatorius, D srities D krastas.
A(u) = L(u) + N(u). (21)
Tada lygti (19) galime perasyti:

MII-DS-09P-17-13 L(u) + N(u) = f(r) =0 (22)



Sukonstruokime homotopija [He99]:

H(v,p) = (1 =p)- [L(v) = L{ug)] +p-[A(v) = f(r)] =0 (23)
ties. dalis su prad. sal. visa lygtis

arba:

H(v,p) = [L(v) = L(uo)] —p- L(uo) +p- [N(v) = f(r)] =0

ties. dalis su prad. sal. neties.dalis

¢ia p deformacijos parametras p € [0,1], up - pradiné aproksimacija tenkinanti pradines
salygas.
Krastiniai atvejai:

H(v,0) = L(v) — L(up) =0 = L(v) = L(up)
fi

H(,1)= A(v)—f(r)=0 = A(v) = f(r)
P

Taigi funkcijos L(v) — L(uo) ir A(v) — f(r) homotopiskos.
Tarkime lygties (23) sprendinys gali biiti paskleistas eilute:

v(r) =Y wi(r)p, (24)
i=0
tada lygties (19) sprendinys yra
u(r) = zlfﬂ 2 vi(r)p* = z; () (25)

Visgi autoriai daZnai pateikia sprendini aproksimacine forma u(r) =~ wvo(r) arba
u(r) = vo(r) + vi(r).

Lygties R1-D apytiksliu sprendiniu radimas homotopijos i§skidymo metodu patei-
kiamas [Y109]. Reakcijos sudarytos i§ polinominiy nariy pateikiami [GK12].

Apytiksliai sprendiniai stacionariais atvejais reakcijos-difuzijos sluoksnyje pateikti
[ER10a], [ER10b]. Stacionariu atveju difuzijos su niesiniais nariais sprendiniai pateikiami
[FNVLB*14a], [FNVLB*14b].
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HPM aproksimacija

Nagrinékime paprastesni atveji:

82Sm 285771 Vmaacsm _

Dsm( G + 250 ) " Kt 8 0 (26)

0Sm
= 27
or lr=0 0 ( )
Sm(Ro) = So (28)

Neprarasdami bendrumo perasome:
825m 205m VinazSm _

(14 aSm)( 52 T o ) — KmDsm 0 (29)
(30)

Konstruojame homotopija:

9’U 20U VinazU 0’U 20U VinazU
1-p) (L + 250 - maez 1 g2 29y Tmar? g
(1-p) (( or? + r Or ) KmDsm) +p<( +al)( or? + r or ) Kmstm)(3 )

Lyginame koeficienty laipsnius prie p: (24) ir jstatome i (31):

PP

82U0 20Uy Vv

(8r2 +; Gr)_KDUO_O (32)
p

o*U, 20U, 1% U, 20U,

( Or? + r Or )~ KDU1 +aU0(( or? ;WD =0 (33)

SprendZiame suderintas sistemas (33), gauname:

R sinh(\/%r)
Up(r) = So—o— (34)
" sinh(y/ 75 Ro)

spi = dyolve([de, bc]),

()= sinh(Ja ») c2 L1
P r

—
cosh(a -~ _751:111(\.' 2 d] &2
(V ] [ cush(-‘.‘qd]

1 cd (il @ d) coshlVa @) V@ bed— 38n(Ja d) coshlya d) Ja bed— chil3ya &) sinalVa d) Ja bed+ chilya d) snalya d) Ja bed— 4cush[\.";d]2 +4)

4 cosh(\,"? d’] (cosh(\;’? a’]2 - 1)

vt Ja (cosh(\,"? r) Sh1(3 Ja r) -3 cosh(\,"? r) Shl(\.‘q r] — smh[\;’?r] Ch1(3 Ja r) + smh[\;’?r] Chl(\.‘q r]]
+ -
4rcnsh[\.'a d] —d4r

[T

5 pav. U; i8raiska, kur a = Viy00/ (K Dsm)

Skai¢iuodami naujus U; narius gauname vis tikslesne HPM aproksimacija.
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Modeliavimo rezultatai

Priklausomybé nuo substrato koncentracijos

ISeigos faktoriaus ~ priklausomybei nuo substrato koncentracijos S, v buvo simu-
livota trims difuzijos modulio 02: 0.1, 1 ir 10 reik§memes, bei trims Biot skai¢iaus /: 0.5, 1

ir 10. Substrato koncentracija Sy kito intervale [1073,10%]. Rezultatai pateikiami 6 pav.

[}
2
N~
™
=2
[sp}
2 4
- || 1 2 3% 4o 5
o
o J
T T T TTTIm T TTTTIT T T T T T TTTIm T TTTTIT T T T
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

So

6 pav. ISeigos faktoriaus v priklausomybé nuo pradinés koncentracijos S, kai Thelé mo-
dulis 02: 0.1 (2), 1 (1), 10 (3-5), ir Biot skai¢ius 3: 0.5 (5), 1 (1-3), 10 (4).

ISeigos faktorius v yra monotoniska funkcija nuo So, su riba lygia vienam. MaZoms
substrato koncentracijoms So < 1, iSeigos faktorius didéja didinant Thelé modulj arba
didinant Biot skaiciuy (.

ISeigos faktorius ~ praktiskai nepriklauso nuo Sy, kai Michaelio-Menten kinetika yra
pirmos eilés (50 < 1) arba nulinés eilés (§0 > 1). Substrato koncentracijos didinimas,
praktiskai neturi jtakos, kai 50 > 100.

Produkto iseiga

Paveikslélis 7 demonstruoja produkto iSeigos priklausomybe nuo Nernsto sluoksnio
storio. Vp reikdmés buvo skai¢iuotos kei¢iant bedimensinj difuzijos sluoksnio storj
nuo 10799 iki 10%75. MaZesnés 7 reik§meés reik$ty modelio (9)-(14) sumaZinima iki vieno
sluoksnio [Sch90] [DD03]. Didesnés sluoksnio v reikS§més néra informatyvios dél per
maZzos produkto iSeigos.

Paveikslélyje 7 galime pastebéti, jog produkto iSeiga Vp yra mazéjanti 7 funkcija,
i$ ko galime pastebéti, kad maZinant mikroreaktoriaus storj, reikia mazinti ir Nernsto
sluoksnio storj [DDO03].

Visgi Nernsto sluoksnio maZzinimas néra lengvas technologinis uzdavinys dél maisy-

mo ir fiziniy savybiu nulinis storis yra praktiskai nepasiekiamas [Wan06].

MII-DS-09P-17-13
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1
1

Vpo

0.2 04 0.6 08

0

03 05 07 1 2 3 45
¥

7 pav. Produkto iseigos Vp priklausomybé nuo Nernsto sluoksnio storio 7, kai So: 0.1
(5),1(1-3),10 (4), 0%: 0.1 (3),1 (1, 4,5),2 (2).

Thelé modulis

ISeigos faktoriaus v priklausomybé nuo Thelé modulio, buvo tirta prie skirtingu Biot
skai¢iaus f, ir skirtingu substrato koncentracijos §0 reik8miy, bei Thelé modulj kei¢iant
o? nuo 1073 iki 10°. Paveikslélyje 8 matome, jog v yra monotoniskai mazéjanti o funkcija

prie jvairiu f3 ir 50 reikSmiuy.

—0—0—0—o—¢

—— 1 4
—-— 5

wn =

1 10 100
(&}

8 pav. ISeigos faktoriaus «y priklausomybé nuo o prie 3: 0.1(2), 1(1, 4, 5), 10(3) ir §0: 0.1(5),
1(1-3), 10(4) reikSmiu.

Paveikslélyje 8 galima pastebéti, jog produkto iSeiga ~, praktiskai nepriklauso nuo o
kai ir artéja i nulj kai procesa valdo difuzija (¢ > 100). ISeigos faktorius v tai pat mazai

priklauso nuo difuzijos modulio kai o < 0.01.
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ISvados

Ataskaitiniais metais buvo tirtas mikrobioreaktoriu esanciu stacionarioje biisenoje
matematinis ir kompiuterinis modelis [PB17]. Parasyta programiné jranga mikroreakto-
riaus kompiuteriniam modeliavimui atlikti. Atlikti pjaviai jvairiy sistemos parametry
itakai nustatyti. Pradéta apytiksliu sprendiniu metodu lyginamoji analizé, paraSytas
rankrastis lyginantis simbolinius ir skaitinius metodus.

Tiriant Nersnto sluoksnio savybes gauta:
* Nernsto sluoksnio storis stipriai itakoja produkto iSeiga;

* Produkto iSeiga reikSmingai mazéja, Nernsto sluoksniui esant bent du kart dides-
niam uZ mikrobioreaktoriaus dydj;

¢ ISeigos faktorius didéja didéjant substrato koncentracijai tirpale, bei mazéjant Biot
skaiciui;
* Kinetika supanaséja i pirmos eilés, jei tirpalo koncentracija didesné nei 10;

* Didelis iseigos faktorius gali biiti gaunamas, tik prie mazesniu nei 1 bedimensinio

difuzijos modulio reikSmiy;

Kitais metais numatyta sudaryti matematini ir kompiuterini modelj
mikrobioreaktoriy, kuriame vyksta biocheminés reakcijos, vidiniai ir iSoriniai masés mai-
nai, bei konvekcija. IS gauty rezultaty planuojama parengti straipsnj recenzuojamame
periodiniame leidinyje bei pranesima tarptautinéje konferencijoje.
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